
Íåêîòîðûå ìàòåðèàëû èç ëåêöèé ïî àíàëèçó

ÇÀÌÅÍÀ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ Â ÊÐÀÒÍÎÌ ÈÍÒÅÃÐÀËÅ

(Âûâîä è ïåðâîå îáñóæäåíèå ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííûõ)

1. Ïîñòàíîâêà âîïðîñà è ýâðèñòè÷åñêèé âûâîä ôîðìó-
ëû çàìåíû ïåðåìåííûõ.

Ðàññìàòðèâàÿ èíòåãðàë â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ìû ïîëó÷èëè â
ñâîå âðåìÿ âàæíóþ ôîðìóëó çàìåíû ïåðåìåííîé â òàêîì èíòå-
ãðàëå. Òåïåðü íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè ôîðìóëó
çàìåíû ïåðåìåííûõ â îáùåì ñëó÷àå. Óòî÷íèì âîïðîñ.

Ïóñòü Dx � ìíîæåñòâî â Rn, f � èíòåãðèðóåìàÿ íà Dx ôóíêöèÿ,
à ϕ : Dt → Dx � îòîáðàæåíèå t 7→ ϕ(t) ìíîæåñòâà Dt ⊂ Rn íà Dx.
Ñïðàøèâàåòñÿ, ïî êàêîìó çàêîíó, çíàÿ f è ϕ, íàõîäèòü ôóíêöèþ ψ
â Dt òàê, ÷òîáû èìåòü ðàâåíñòâî

∫

Dx

f(x) dx =

∫

Dt

ψ(t) dt,

ïîçâîëÿþùåå ñâîäèòü âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ïî Dx ê âû÷èñëåíèþ
èíòåãðàëà ïî Dt?

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî Dt åñòü ïðîìåæóòîê I ⊂ Rn, à ϕ : I →
Dx � äèôôåîìîðôíîå îòîáðàæåíèå ýòîãî ïðîìåæóòêà íà Dx. Ëþ-
áîìó ðàçáèåíèþ P ïðîìåæóòêà I íà ïðîìåæóòêè I1, I2, . . . , Ik ñîîò-
âåòñòâóåò ðàçëîæåíèå Dx íà ìíîæåñòâà ϕ(Ii), i = 1, . . . , k. Åñëè âñå
ýòè ìíîæåñòâà èçìåðèìû è ïåðåñåêàþòñÿ ïîïàðíî ëèøü ïî ìíîæå-
ñòâàì ìåðû íóëü, òî â ñèëó àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà

∫

Dx

f(x) dx =
k∑

i=1

∫

ϕ(Ii)

f(x) dx. (1)

Åñëè f íåïðåðûâíà íà Dx, òî ïî òåîðåìå î ñðåäíåì
∫

ϕ(Ii)

f(x) dx = f(ξi) µ(ϕ(Ii)),

ãäå ξi ∈ ϕ(Ii). Ïîñêîëüêó f(ξi) = f(ϕ(τi)), ãäå τi = ϕ−1(ξi), òî íàì
îñòàåòñÿ ñâÿçàòü µ(ϕ(Ii)) ñ µ(Ii) = |Ii|.
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Åñëè áû ϕ áûëî ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, òî ϕ(Ii) áûë áû ïà-
ðàëëåëåïèïåä, îáúåì êîòîðîãî, êàê èçâåñòíî èç àíàëèòè÷åñêîé ãåî-
ìåòðèè è àëãåáðû, áûë áû ðàâåí | det ϕ′| µ(Ii). Íî äèôôåîìîðôèçì
ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì, ïîýòîìó, åñëè
ðàçìåðû ïðîìåæóòêîâ Ii äîñòàòî÷íî ìàëû, òî ñ ìàëîé îòíîñèòåëü-
íîé ïîãðåøíîñòüþ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî µ(ϕ(Ii)) ≈ | det ϕ′(τi)| µ(Ii)
(ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì âûáîðå òî÷êè τi ∈ Ii áóäåò
èìåòü ìåñòî äàæå òî÷íîå ðàâåíñòâî). Òàêèì îáðàçîì,

k∑
i=1

∫

ϕ(Ii)

f(x) dx ≈
k∑

i=1

f(ϕ(τi))| det ϕ′(τi)| |Ii|. (2)

Íî ñïðàâà â ýòîì ïðèáëèæåííîì ðàâåíñòâå ñòîèò èíòåãðàëüíàÿ
ñóììà îò ôóíêöèè f(ϕ(t))| det ϕ′(t)| ïî ïðîìåæóòêó I, îòâå÷àþùàÿ
ðàçáèåíèþ P ýòîãî ïðîìåæóòêà ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè τ . Â ïðå-
äåëå ïðè λ(P ) → 0 èç (1) è (2) ïîëó÷àåì∫

Dx

f(x) dx =

∫

Dt

f(ϕ(t))| det ϕ′(t)| dt. (3)

Ýòî è åñòü èñêîìàÿ ôîðìóëà âìåñòå ñ åå îáúÿñíåíèåì. Íàìå÷åí-
íûé ïóòü ê íåé ìîæíî ïðîéòè ñî âñåìè îáîñíîâàíèÿìè. Ñîáñòâåí-
íî, íàì íàäî òîëüêî ïîêàçàòü çàêîííîñòü ïîñëåäíåãî ïðåäåëüíî-
ãî ïåðåõîäà, ïðåäïîëàãàâøåãî, ÷òî ñòîÿùèé â (3) ñïðàâà èíòåãðàë
ñóùåñòâóåò, à òàêæå óòî÷íèòü èñïîëüçîâàííóþ ñâÿçü µ(ϕ(Ii)) ≈
| det ϕ′(τi)| |Ii|.

Ïðîäåëàåì ýòî.

2. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé è äèô-
ôåîìîðôèçìîâ.

à) Íàïîìíèì, ÷òî ëþáîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ϕ çàìêíóòîãî îãðà-
íè÷åííîãî ïðîìåæóòêà I ⊂ Rn (êàê è ëþáîãî âûïóêëîãî êîìïàêòà)
ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì. Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû î êîíå÷íîì ïðèðà-
ùåíèè è îãðàíè÷åííîñòè ϕ′ (â ñèëó íåïðåðûâíîñòè) íà êîìïàêòå:

|ϕ(t2)− ϕ(t1)| ≤ sup
τ∈[t1,t2]

||ϕ′(τ)|| |t2 − t1| ≤ L |t2 − t1|. (4)

b) Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî ïðè îòîáðàæåíèè ϕ ðàññòîÿíèå
ìåæäó òî÷êàìè íå ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ áîëåå, ÷åì â L ðàç.

Íàïðèìåð, åñëè êàêîå-òî ìíîæåñòâî E ⊂ I èìåëî äèàìåòð d, òî
äèàìåòð åãî îáðàçà ϕ(E) íå áîëüøå, ÷åì Ld, è ìíîæåñòâî ϕ(E) ìîæ-
íî ïîêðûòü (n-ìåðíûì) êóáèêîì ñ ðåáðîì âåëè÷èíû Ld è îáúåìîì
(Ld)n.
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Òàê, åñëè E � n-ìåðíûé êóáèê ñ ðåáðîì δ, è îáúåìîì δn, òî
åãî îáðàç ïîêðûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì êîîðäèíàòíûì êóáèêîì îáúå-
ìà (L

√
nδ)n.

c) Èç ýòîãî ñëåäåò, ÷òî ïðè ãëàäêîì îòîáðàæåíèè îáðàç ìíîæå-
ñòâà ìåðû íóëü òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ìåðû íóëü (â ñìûñëå
n-ìåðíîé ìåðû). [Âåäü â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà ìåðû íóëü, êàê
ëåãêî çàìåòèòü, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïîêðûòèÿìè èç êóáèêîâ âìå-
ñòî ïîêðûòèé îáùèìè n-ìåðíûìè ïðîìåæóòêàìè � "ïðÿìîóãîëü-
íûìè ïàðàëëåëåïèïåäàìè".]

Åñëè ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ϕ : Dt → Dx ê òîìó æå èìååò è ãëàä-
êîå îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ϕ−1 : Dx → Dt, ò.å. åñëè ϕ � äèôôåîìîð-
ôèçì, òî, î÷åâèäíî, è ïðîîáðàç ìíîæåñòâà ìåðû íóëü òîæå èìååò
ìåðó íóëü.

d) Ïîñêîëüêó ïðè äèôôåîìîðôèçìå ÿêîáèàí det ϕ′ îòîáðàæåíèÿ
âñþäó îòëè÷åí îò íóëÿ, à ñàìî îòîáðàæåíèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî, òî
(â ñèëó òåîðåìû îá îáðàòíîé ôóíêöèè) âíóòðåííèå òî÷êè ëþáîãî
ìíîæåñòâà ïðè òàêîì îòîáðàæåíèè ïåðåõîäÿò âî âíóòðåííèå òî÷êè
îáðàçà ýòîãî ìíîæåñòâà, à ãðàíè÷íûå òî÷êè � â ãðàíè÷íûå òî÷êè
îáðàçà.

Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå äîïóñòèìîãî (èçìåðèìîãî ïî Æîðäàíó)
ìíîæåñòâà êàê îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà, ãðàíèöà êîòîðîãî èìå-
åò ìåðó íóëü, ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè äèôôåîìîðôèçìå îáðàç
èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà òàêæå ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì ìíîæåñòâîì.

(Ýòî âåðíî è äëÿ ëþáûõ ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé.) Íî äëÿ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ åùå è ïðîîáðàç èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà, î÷åâèäíî,
ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì ìíîæåñòâîì.

e) Ïîñëåäíåå, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ϕ : Dt → Dx �
äèôôåîìîðôèçì, òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà, ñòîÿùåãî â ëåâîé
÷àñòè äîêàçûâàåìîé ôîðìóëû (3), (íà îñíîâàíèè êðèòåðèÿ Ëåáåãà)
âûòåêàåò è ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëà, ñòîÿùåãî ñïðàâà.

3. Ñâÿçü ìåð îáðàçà è ïðîîáðàçà ïðè äèôôåîìîðôèçìå.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè ϕ : I → ϕ(I) � äèôôåîìîðôèçì, òî

µ(ϕ(I)) =

∫

I

det ϕ′(t) dt , (5)

â ïðåäïîëîæåíèè ïîëîæèòåëüíîñòè ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè det ϕ′.
Îòñþäà ïî òåîðåìå î ñðåäíåì, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷èòñÿ, ÷òî íàé-

äåòñÿ òàêàÿ òî÷êà τ ∈ I, ÷òî

µ(ϕ(I)) = det ϕ′(τ) |I|, (6)
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Ôîðìóëà (5) ôàêòè÷åñêè åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû (3), êî-
ãäà f ≡ 1.

Äëÿ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé îíà èçâåñòíà, õîòÿ, âîçìîæíî, áåç
îáñóæäåíèÿ äåòàëåé, ñâÿçàííûõ ñ òåì, ÷òî îíà ñïðàâåäëèâà ïî îò-
íîøåíèþ ê ëèíåéíûì îòîáðàæåíèÿì íå òîëüêî ïðîñòåéøèõ ïàðàë-
ëåëåïèïåäîâ, íî è ëþáûõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ. Ïîÿñíèì ýòî. Èç-
âåñòíî, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ
ïðîñòåéøèõ, êîòîðûå, ñ òî÷íîñòüþ äî âîçìîæíîé ïåðåñòàíîâêè ïàð
êîîðäèíàò, ñâîäÿòñÿ ê èçìåíåíèþ òîëüêî îäíîé èç íèõ: óìíîæåíèþ
íà ÷èñëî èëè äîáàâëåíèþ ê îäíîé èç êîîðäèíàò äðóãîé. Òåîðåìà
Ôóáèíè ïîçâîëÿåò ñêàçàòü, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå îáúåì ëþáîãî èç-
ìåðèìîãî ìíîæåñòâà óìíîæèòñÿ íà òîò æå ìíîæèòåëü, ÷òî è óìíî-
æàåìàÿ êîîðäèíàòà (òî÷íåå, íà åãî ìîäóëü, åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ
íåîòðèöàòåëüíûå � íåîðèåíòèðîâàííûå îáúåìû). Âî âòîðîì ñëó-
÷àå ôèãóðà õîòÿ è ìåíÿåòñÿ, íî åå îáúåì îñòàåòñÿ ïðåæíèì, ïî-
ñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìåðíûå ñå÷åíèÿ ëèøü ñäâèãàþòñÿ,
ñîõðàíÿÿ ëèíåéíóþ ìåðó. Íàêîíåö, ïåðåñòàíîâêà ïàðû êîîðäèíàò
ìåíÿåò îðèåíòàöèþ ïðîñòðàíñòâåííîãî ðåïåðà (îïðåäåëèòåëü òàêî-
ãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâåí −1), íî íå ìåíÿåò çíà÷åíèÿ
íåîðèåíòèðîâàííîãî îáúåìà ôèãóð. (Íà ÿçûêå òåîðåìû Ôóáèíè ýòî
ïðîñòî ñìåíà ïîðÿäêà äâóõ èíòåãðèðîâàíèé.)

Îñòàåòñÿ âñïîìíèòü, ÷òî äåòåðìèíàíò êîìïîçèöèè ëèíåéíûõ îòîá-
ðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äåòåðìèíàíòîâ ñîìíîæèòåëåé.

Èòàê, ñ÷èòàÿ, ÷òî äëÿ ëèíåéíûõ è àôôèííûõ îòîáðàæåíèé ôîð-
ìóëà (5) óæå óñòàíîâëåíà, äîêàæåì åå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äèôôåî-
ìîðôèçìà ñ ïîëîæèòåëüíûì ÿêîáèàíîì.

à) Âîñïîëüçóåìñÿ åùå ðàç òåîðåìîé î êîíå÷íîì ïðèðàùåíèè, íî
òåïåðü ÷òîáû îöåíèòü âîçìîæíîå îòêëîíåíèå îòîáðàæåíèÿ ϕ : I →
ϕ(I) îò àôôèííîãî îòîáðàæåíèÿ t 7→ A(t) = ϕ(a) + ϕ′(a)(t− a), ãäå
t � ïåðåìàííàÿ, à a � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ïðîìåæèòêà I. Îòîá-
ðàæåíèå A : I → A(I) åñòü ïðîñòî ëèíåéíàÿ ÷àñòü òåéëîðîâñêîãî
ðàçëîæåíèÿ îòîáðàæåíèÿ ϕ â òî÷êå a ∈ I.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î êîíå÷íîì ïðèðàùåíèè ê ôóíêöèè t 7→ ϕ(t)−
ϕ′(a)(t− a), íàõîäèì

|ϕ(t)− ϕ(a)− ϕ′(a)(t− a)| ≤ sup
τ∈[a,t]

||ϕ′(τ)− ϕ′(a)|| |t− a|. (7)

Ó÷èòûâàÿ ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ϕ′

íà êîìïàêòå I, èç (7) çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ
ôóíêöèÿ δ 7→ ε(δ), ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ ïðè δ → +0, òàêàÿ, ÷òî
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äëÿ ëþáûõ òî÷åê t, a ∈ I ⊂ Rn

|t−a| ≤ √
nδ =⇒ |ϕ(t)−A(t)| = |ϕ(t)−ϕ(a)−ϕ′(a)(t−a)| ≤ ε(δ) δ.

(8)
b) Òåïåðü ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó ôîðìóëû

(5).
Ïîçâîëèì ñåáå ñíà÷àëà ìàëåíüêîå òåõíè÷åñêîå îáëåã÷åíèå: áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî äëèíû ðåáåð ïàðàëëåëåïèïåäà I ñîèçìåðèìû è, ñëå-
äîâàòåëüíî, åãî ìîæíî ðàçáèòü íà îäèíàêîâûå êóáèêè {Ii} ñêîëü
óãîäíî ìàëîãî ðàçìåðà ðåáåð δi = δ è îáúåìà δi

n = δn, ò.å. I = ∪iIi

è |I| = ∑
i |Ii| =

∑
i δi

n.
Â êàæäîì êóáèêå Ii ôèêñèðóåì íåêîòîðóþ òî÷êó ai, ïîñòðîèì ñî-

îòâåòñòâóþùåå àôôèííîå îòîáðàæåíèå Ai(t) = ϕ(ai)−ϕ′(ai)(t−ai),
ðàññìîòðèì îáðàç Ai(∂Ii) ãðàíèöû ∂Ii êóáèêà Ii ïðè îòîáðàæåíèè
Ai è âîçüìåì ε(δ)δ-îêðåñòíîñòü ýòîãî îáðàçà, êîòîðóþ îáîçíà÷èì
÷åðåç ∆i.

Â ñèëó (8) îáðàç ϕ(∂Ii) ãðàíèöû ∂Ii êóáèêà Ii ïðè äèôôåîìîð-
ôèçìå ϕ ëåæèò â ∆i. Çíà÷èò, èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ

Ai(Ii) \∆i ⊂ ϕ(Ii) ⊂ Ai(Ii) ∪∆i

è íåðàâåíñòâà
|Ai(Ii)| − |∆i| ≤ |ϕ(Ii)| ≤ |Ai(Ii)|+ |∆i|.

Ñóììèðóÿ èõ, íàõîäèì, ÷òî
∑

i

|Ai(Ii)| −
∑

i

|∆i| ≤ |ϕ(I)| =
∑

i

|ϕ(Ii)| ≤
∑

i

|Ai(Ii)|+
∑

i

|∆i|.
(9)

Íî ïðè δ → +0

∑
i

|Ai(Ii)| =
∑

i

det ϕ′(ai)|Ii| →
∫

I

det ϕ′(t) dt ,

ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (5) â íàøåì ñëó÷àå îñòàëîñü
ïðîâåðèòü, ÷òî

∑
i |∆i| → 0 ïðè δ → +0.

c) Îöåíèì ñâåðõó îáúåì |∆i|, îïèðàÿñü íà îöåíêè (4) è (8). Ñî-
ãëàñíî (4) ðåáðà ïàðàëëåëåïèïåäà Ai(Ii) èìåþò äëèíó íå áîëüøóþ,
÷åì Lδ, ãäå δ = δi äëèíà ðåáðà êóáèêà Ii. Ïîýòîìó (n − 1)-ìåðíàÿ
"ïëîùàäü"êàæäîé èç 2n ãðàíåé ïàðàëëåëåïèïåäà Ai(Ii) íå áîëüøå,
÷åì (Lδ)n−1. Ìû áåðåì ε(δ)δ-îêðåñòíîñòü òàêîé ãðàíè. Åå îáúåì
îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé (2 + 2) ε(δ)δ (Lδ)n−1, ãäå âòîðàÿ äâîéêà íà-
ïèñàíà äëÿ ïîãëîùåíèÿ âêëàäà ñêðóãëåííûõ ÷àñòåé ýòîé îêðåñòíî-
ñòè, âîçíèêàþùèõ îêîëî êðàÿ ñàìîé ãðàíè. Òàêèì îáðàçîì, |∆i| <
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2n 4 Ln−1 ε(δ) δn , ïîýòîìó
∑

i

|∆i| < 8nLn−1
∑

i

ε(δ) δn
i = 8nLn−1 ε(δ) |I| ,

è ìû âèäèì, ÷òî
∑

i |∆i| → 0 ïðè δ → +0.
d) Ïðîâåäåííàÿ îöåíêà âåëè÷èíû |∆i| çàîäíî ïîêàçûâàåò, ÷òî

ñêîëü óãîäíî ìàëîå óìåíüøåíèå ðåáåð èñõîäíîãî ïðîìåæèòêà I,
êîòîðîå, âîçìîæíî, ñëåäîâàëî áû ñäåëàòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü èõ ñî-
èçìåðèìîñòü, â ïðåäåëå íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò.

4. Íåêîòîðûå ïðèìåðû, çàìå÷àíèÿ è îáîáùåíèÿ.

Èòàê ôîðìóëà (3) äëÿ ñëó÷àÿ Dt = I è íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
f äîêàçàíà. Ðàññìîòðèì è îáñóäèì íåêîòîðûå ïðèìåðû. Ýòè îá-
ñóæäåíèÿ çàîäíî ïîêàæóò, ÷òî íà ñàìîì äåëå ìû óæå äîêàçàëè
ôîðìóëó (3) íå òîëüêî äëÿ Dt = I è íå òîëüêî äëÿ íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè f .

a) Ïðåíåáðåæèìûå ìíîæåñòâà. Èñïîëüçóåìûå íà ïðàêòèêå çà-
ìåíû ïåðåìåííûõ èëè ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò èíîãäà
èìåþò òå èëè èíûå îñîáåííîñòè (íàïðèìåð, ãäå-òî ìîæåò áûòü íà-
ðóøåíèå âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè, îáðàùåíèå â íóëü ÿêîáèàíà èëè
îòñóòñòâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè). Êàê ïðàâèëî, ýòè îñîáåííîñòè
áûâàþò íà ìíîæåñòâàõ ìåðû íóëü è ïîòîìó ñðàâíèòåëüíî ëåãêî
ïðåîäîëåâàþòñÿ.

Íàïðèìåð, åñëè íàì íóæíî ïåðåéòè îò èíòåãðàëà ïî êðóãó ê èí-
òåãðàëó ïî ïðÿìîóãîëüíèêó, ìû ÷àñòî äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

x = r cos ϕ, y = r sin ϕ. (10)

Ýòî õîðîøî èçâåñòíûå ôîðìóëû ïåðåõîäà îò ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò
ê äåêàðòîâûì íà ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè ïðÿìîóãîëüíèê
I = {(r, ϕ) ∈ R2 | 0 ≤ r ≤ R

∧
0 ≤ ϕ ≤ 2π} ïðåîáðàçóåòñÿ â êðóã

K = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ R2}. Ýòî îòîáðàæåíèå ãëàäêîå, íî îíî
íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì: âñÿ ñòîðîíà ïðÿìîóãîëüíèêà I, íà
êîòîðîé r = 0, ïåðåõîäèò ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè â îäíó òî÷êó (0, 0);
îáðàçû òî÷åê (r, 0) è (r, 2π) ñîâïàäàþò. Îäíàêî åñëè ðàññìîòðåòü,
íàïðèìåð, ìíîæåñòâà I \ ∂I è K \ E, ãäå E � îáúåäèíåíèå ãðàíè-
öû ∂K êðóãà K è ðàäèóñà, èäóùåãî â òî÷êó (0, R), òî îãðàíè÷åíèå
îòîáðàæåíèÿ (10) íà îáëàñòü I \ ∂I îêàæåòñÿ åå äèôôåîìîðôèç-
ìîì íà îáëàñòü K \E. Çíà÷èò, åñëè âìåñòî ïðÿìîóãîëüíèêà I âçÿòü
ëåæàùèé ñòðîãî âíóòðè íåãî ÷óòü ìåíüøèé ïðÿìîóãîëüíèê Iδ, òî
ê íåìó è åãî îáðàçó Kδ ïðèìåíèìà ôîðìóëà (6). À òîãäà, èñ÷åð-
ïûâàÿ ïðÿìîóãîëüíèê I òàêèìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè Iδ è çàìå÷àÿ,
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÷òî ïðè ýòîì èõ îáðàçû Kδ èñ÷åðïûâàþò êðóã K, ÷òî |Iδ| → |I|
è |Kδ| → |K|, â ïðåäåëå ïîëó÷àåì ôîðìóëó (6) ïðèìåíèòåëüíî ê
ñàìîé èñõîäíîé ïàðå K, I.

Ñêàçàííîå, åñòåñòâåííî, îòíîñèòñÿ è ê îáùåé ïîëÿðíîé (ñôåðè-
÷åñêîé) ñèñòåìå êîîðäèíàò â Rn.

Ðàçîâüåì ñäåëàííîå íàáëþäåíèå.

b) Èñ÷åðïàíèÿ è ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû.
Èñ÷åðïàíèåì ìíîæåñòâà E ⊂ Rm áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ {En}, ÷òî En ⊂ En+1 ⊂ E ïðè
ëþáîì n ∈ N è

∞⋃
n=1

En = E.

Ëåììà. Åñëè {En}� èñ÷åðïàíèå èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E,òî
a) lim

n→∞
µ(En) = µ(E) ;

b) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ R(E) òàêæå f |En ∈ R(En) è

lim
n→∞

∫

En

f(x) dx =

∫

E

f(x) dx.

(a) Ïîñêîëüêó En ⊂ En+1 ⊂ E, òî µ(En) ≤ µ(En+1) ≤ µ(E) è
lim

n→∞
µ(En) ≤ µ(E). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà a) ïîêàæåì, ÷òî

âûïîëíÿåòñÿ òàêæå íåðàâåíñòâî lim
n→∞

µ(En) ≥ µ(E).
Ãðàíèöà ∂E ìíîæåñòâà E � êîìïàêò ìåðû íóëü, ïîýòîìó åå ìîæ-

íî ïîêðûòü êîíå÷íûì ÷èñëîì îòêðûòûõ ïðîìåæóòêîâ, ñóììà îáú-
åìîâ êîòîðûõ ìåíüøå íàïåðåä çàäàííîé âåëè÷èíû ε > 0. Ïóñòü
∆ � îáúåäèíåíèå âñåõ ýòèõ îòêðûòûõ ïðîìåæóòêîâ. Òîãäà ìíîæå-
ñòâî O = E ∪∆ îòêðûòî â Rm, ïðè÷åì ïî ïîñòðîåíèþ O ñîäåðæèò
çàìûêàíèå E ìíîæåñòâà E è µ(O) ≤ µ(E) + µ(∆) < µ(E) + ε.

Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà En èñ÷åðïàíèÿ {En} ïîâòîðèì îïèñàí-
íîå ïîñòðîåíèå ñî çíà÷åíèåì εn = ε/2n. Ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü îòêðûòûõ ìíîæåñòâ On = En ∪ ∆n òàêèõ, ÷òî En ⊂ On,
µ(On) ≤ µ(En) + µ(∆n) < µ(En) + εn è

∞⋃
n=1

On ⊃
∞⋃

n=1

En ⊃ E.
Ñèñòåìà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ∆, O1, O2, . . . îáðàçóåò îòêðûòîå ïî-

êðûòèå êîìïàêòà E.
Ïóñòü ∆, O1, O2, . . . , Ok � èçâëå÷åííîå èç íåãî êîíå÷íîå ïîêðû-

òèå êîìïàêòà E. Ïîñêîëüêó E1 ⊂ E2 ⊂ . . . ⊂ Ek, òî ìíîæåñòâà
∆, ∆1, . . . , ∆k, Ek òîæå îáðàçóþò ïîêðûòèå E è, çíà÷èò,
µ(E) ≤ µ(E) ≤ µ(Ek) + µ(∆) + µ(∆1) + . . . + µ(∆k) < µ(Ek) + 2ε.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî µ(E) ≤ lim
n→∞

µ(En).
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(b) Òî, ÷òî f |En ∈ R(En), íàì õîðîøî èçâåñòíî è ñëåäóåò èç êðè-
òåðèÿ Ëåáåãà ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëà ïî èçìåðèìîìó ìíîæåñòâó.
Ïî óñëîâèþ f ∈ R(E), çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ M òàêàÿ,
÷òî |f(x)| ≤ M íà E. Èç àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà è îáùåé îöåíêè
èíòåãðàëà ïîëó÷àåì

∣∣∣∣∣∣

∫

E

f(x) dx−
∫

En

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

∫

E\En

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣∣
≤ Mµ(E \ En).

Îòñþäà ñ ó÷åòîì äîêàçàííîãî â a) çàêëþ÷àåì, ÷òî óòâåðæäåíèå b)
äåéñòâèòåëüíî ñïðàâåäëèâî.

Àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà è âîçìîæíîñòü èñ÷åðïàíèÿ îáëàñòè èí-
òåãðèðîâàíèÿ òàêèìè îáëàñòÿìè, ãäå ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííûõ
çàâåäîìî äåéñòâóåò, ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü åå è ê èñõîäíûì îáëà-
ñòÿì. Âîîáùå, èäåÿ èñ÷åðïàíèÿ ëåæèò â îñíîâå ìíîãèõ êîíñòðóê-
öèé àíàëèçà, â ÷àñòíîñòè, â îñíîâå îïðåäåëåíèÿ íåñîáñòâåííîãî èí-
òåãðàëà. Îá ýòîì â ïðîäîëæåíèè.

Ìû ïðèâåëè ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåí-
íîé. Ñâîáîäíî âëàäåþùèå äèôôåðåíöèàëüíûì èñ÷èñëåíèåì ôóíê-
öèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ìîãëè áû ïðåäïî÷åñòü èíîé ïîäõîä, íàïðè-
ìåð, òîò, êîòîðûé èçëîæåí â ó÷åáíèêå. Òàì æå (â îñíîâíîì òåêñòå
è â çàäà÷àõ) ñòîèò âçãëÿíóòü íà ôîðìóëèðîâêè âàæíûõ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ôàêòîâ, êîòîðûå òåñíî ñâÿçàíû ñ ðàçáèðàåìûìè âîïðîñàìè.


